Concours National Commun - Session 2008
Corrigé de 1’épreuve d’analyse

Propriétés et applications des fonctions analytiques
Corrigé par Mohamed TARQI

1¢7¢ Partie : Résultats préliminaires

1. (a) Pour tout z € C, il existe un seul couple (z,y) € R? tel que z = = + iy, autrement dit 'appli-

cation ¢ est bijective, et comme Vz = x + iy € C,on a |¢(z,y)| = /2% + y? = ||(z, y)||, alors ¢
est une isométrie bicontinue.

(b) La partie {(z,y) € R?/x + iy € Q} n’est autre que I'image réciproque de l'ouvert 2 par
l'application continue 1, donc est un ouvert de R

(c) 1l suffit de montrer que Q€. Soit z = x + iy € QC, alors il existe une suite (2n)nen d’éléments
de QF telle que lim z, = z,doncVn € N z,, := Re(z,) < 0, ainsi ¢ = lim z,, < 0, donc

n— o0 n— o0
Re(z) < 0 et par conséquent z € Q°, c’est-a-dire Q¢ est fermé.
Pour tout z et 2’ de Q, le segment joignant les points d’affixe z et 2’ reste dans (2, donc 2 est
convexe et par conséquent connexe par arcs.

2. (a) Vz € Ctelle que |z| < R,ona f(z) = apzP + apr12PT + ... = 2Pg(2) avec g(2) = 3 apzF.
k=p
On a évidement ¢g(0) = a,.

(b) g étant continue sur D(0, R) et non s’annule pas en 0, donc il existe un réel r > 0 tel que
Vz € D(0,7) g(z) # 0, et par suite Vz € D(0,7)\{0}, f(2) = 2Pg(z) # 0.

2¢me Partie : La propriété (H)

1. (a) Il est évident que [ est de classe C! sur R?, puisque les dérivées partielles existent et sont

continues. B
D’ £ _ pztiy of _ iy o Of _ oatiy 4
autre part, on a f(z,y) = e, donc %(x,y) =e et 8—y(:c,y) = e, et par consé-
of af o s
quent : ——(z,y) = i=—(z,y). Donc f vérifie la propriété (H).
Jy or
(b) fest de classe C! sur © comme composé et produit des fonctions de classe C*.
i of T+ 1y of y+iz of Of
D’autre part Vz > 0, a—y(m,y) RN et %(m,y) oyt Donc a—y(x,y) = z%(w,y),

donc f vérifie la propriété (H).

In|z| + éarcsin | — iarcsin [ —
Pour tout z = z + iy de Q, ona e/ = ¢ 2l ) = |z]e 121/ Mais

cos <arcsin y> + 7sin <arcsin y> = cosf + ii = e
|2 || |2
avec 0 = arcsin % On a encore cos? (arcsin |y|> + sin? (arcsin |y|) =1, donc
z z z

cos(6) = /1 — (&)2 = %

—T ™ .
car -5 <fg< 3 et par conséquent

. . Yy
iarcsin | — :
ef@) = |z)e <z|> = |Z|($|+|Zy) =z
z

(c) 1 suffit de vérifier que les applications puissances z — z* (k € N) vérifient (H). D’une part
[ est C!, car elle est polynomiale. D’autre part, on a Vk € N*
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(d)

Oz + iy)* Oz + iy)*
Ox Ay
la propriété est clair si k = 0. Ainsi f vérifie la propriété (H) et

(z,y) = k(z +iy)* " et (z,y) = ki(z +iy)",

af 2
%(x,y) = Zk(ﬂf +iy) Tt = P(2).
k=1
. of . of ey
Non, puisque %(%y) =1let a—y(x,y) =—i

2. Cas d’une fonction définie par une intégrale

(a)

(b)

()

(d)

Ona |e~#"+t| = ¢=Re()* doncla fonction t — e~ 1! est intégrable sur R si et seulement
siRe(z) > 0.
~ +oo NP
Pour x fixé dans |0, +oo|, posons F : y — f,(z,y) = / e~ @I+ g4 Jéfinie sur R. La
—c0
. . 0 .
fonction g : y — e~ @+ +ivt gt dérivable sur R et 8—9(95, y) = —it2e”(EHWETE oy e R
Y
0
ona a—g (x, y)’ = 2= = o(t), de plus ¢ est intégrable sur R, donc d’apres le théoreme de
Y
+oo o
dérivation sous le signe intégrale, F' est dérivable sur R et F'(z) = / —it?e~ (@)t gy
— 00

Autrement dit, f, admet une dérivé partielle premiére par rapport a y et ¥(z,y) €]0, +oo[xR,

+oo ) )
(z,y) = F'(z) = / —it2e= (@) Fivt gy

— 00

f,
0y

~ +m . .
Pour y fixé dans R, posons F : x — f,(z,y) = / e~ (@HP vt iy Jafinie sur 10, +o0[. La

. . 0 .
fonction g : @ — e~ (FFWP vt ogt dérivable sur |0, +oof et a—g(x,y) = (@t tive of

0
379(3?, y)| = t2e7*" < o(t) = t2e7", de plus ¢ est intégrable sur
X

R, donc d’apres le théoreme de dérivation sous le signe intégrale, F' est dérivable sur [a, b] et
“+o0
F'(z) = / —2e~ @+ Hivt g Comme a et b sont quelconques, le résultat reste valide sur

Vz € [a,b] C]0,+0o0], on a

— 0o

la réunion des intervalles [a, b], donc YV €]0, +00],

9f. o T o ety vt g 10f,
Ly == [ e dt = 53 @)

— 00

On peut vérifie que 'application (z,y) — %(z, y) est continue, ce qui entraine la conti-
~ x

0ty

dy

nuité de (z,y) — (z,y), grace a la derniére relation et on a bien, pour tout v de R :

f, _8f,
V(z,y) €U, 9y (z,y) =1 o (z,y).

Donc la fonction f, vérifie la propriété (H).

3. Cas de la somme d’une série entiére

(@)

Pour y €] — R, R (= R) si R = +00) fixé, on peut appliquer le théoréeme de dérivation sous

o0
le signe somme a la fonction z — 3" a,(x + iy)" sur les compacts inclus dans | — r, [ avec

n=0
r = y/R? — y3. On obtient alors

a-]ch _ — o \n—1
5 () = ;nan(w + iy)
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(b) De méme , pour z €] — R, R[(=R) si R = 4+0) fixé,on a:

af _ = . s \n—1 __ a
3y (00) = S inanla 4 i)' = i)

(c) Ona (z,y) — g(m, y) est continue et :

ox

of . _.0f
V(l‘7 y) € Z/{, ?y(aj, y) - Za*x(% y)
Donc la fonction f vérifie la propriété (H).
4. Quelques propriétés générales

(a) )\/f_\:g est C! sur U, et pour tout (z,y) € U, ona:

oM Tg), . . Of ag, . .Of )
Donc A f + g vérifie la propriété (H).

(b) De méme, E est C! sur U, et on a pour tout (z,y) € U :
9(/9) of - 95 a(/9)

99 (0,) = 5 e )+ Flo) 3 (00) = 5 ) )+ Tl )i 5w 0) = 1952 (0,)

Donc fg vérifie la propriété (H).
() Fo festC!surld. Soit (z,y) eU,ona:

O(F o f OF - of OF - of O(F o f
D ) = G o Fla) x Gown) =i o Fla) x it ) =125 .

Ainsi F' o f vérifie la propriété (H) sur .

1
(d) De méme, 7 est C! sur U et on pour tout (z,y) € U :

- of oFf ~
—@(m7y) —ia—i(%y) (%)

By Y= Fawr - Gagy o Y

1
Donc 7 vérifie la propriété (H).

(@ i Onadf(zo,y) =2

%(x()v Yo)dx + %(mo, Yo)dy = (a + ib)dx + i(a + ib)dy, et

A = Jg(wo,y0) = <g‘£(wo,yo)7%($oayt))> = (a+1ib,~b+ia) = ( b Y )

a

ii. Si a+ib # 0, A représente une similitude de rapport k = Va2 +b2. Sia? +b*> = 1, A
représente une rotation vectorielle.

(f) Si f est de classe C2, alors on peut écrire :

2f  o5h ey

222~ or Zaxay
et
*f _0G) _1of _  of
oy2 Oy idydx  Oyox
o *f _ 0*f
mais le théoreme de Schwarz montre que 9y0n = oy’ donc
27 27
aif + ﬂ — 0
0x?2 = 0y?
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3¢me Partie : Analyticité des applications vérifiant la propriété (H)

1. Puisque Q est un ouvert et zy € , alors 3p > 0 tel que D(zg, p) C Q, donc {p > 0/D(zo,p) C O}

est non vide.

2. pestdeclasse C! sur]0, R[xR, comme composé de fonctions de classe C'. De plus pour tout couple
(r,0) €]0, R[xR, ona:

3.

4.

et

Ona

oy
or

of of ., af .
(r,0) = D cosﬁ—i—ays nfd = 8x(cosﬁ+zsm9).
of of _ of o
rsm@a + rcos an o (—sinf +icosd).

A A _af
TCOSQa (r,0) — sm@at9 (r,0) = "oy

(a) I est clair que ¢, est 2m-périodique et C! sur Retona:

dp af
/ e —
©.(0) = 50 —(r,0) = raw( sin @ + i cos9).

(b) Puisque l’apphcatlon o est 2r-périodique et C!, alors d’apres le théoréme de Dirichlet, la

série co(r) + Z len ()| + Z |c_n ()| est convergente, c’est-a-dire la suite (¢, (r))nez est som-
n=1

mable.

Pour tout r €]0, R[, la fon,ction ¢, : R — C est 2r-périodique, continue, et de classe C! sur R,
alors, d’apres le théoreme de Dirichlet, la série de Fourier de ¢, converge normalement sur R

et a pour somme @,

(@) Vn € ZetVr €]0,R[, cu(r) =

1 2

o f(zo 4 re®)e 0d0.

(b) Soit n € Z fixé. D’apres les théoremes usuels de régularité sous l'integrale la fonction ¢,, est
C! sur ]0, R[. Puis par une intégration par parties, on obtient :

C

n(r)

2 OQW (Zf( 0)e= "’ do
2
2731'7« /0 ?g( 0)e="""df
273@'7” [o(r, 6)e™ ™" - 273@'7" /0% o(r,0)(—in)e~"dp
2o O% p(r,6)e™ "0 = ~c, ().

(c) Vn € Z, ¢, est solution de 1'équation différentielle du premier ordre ry'(r) — ny(r) = 0, ainsi

en(r) = kr' = cu(p) p"r"

(d) Sin < 0, pour que l'expression ¢, (r) = kr

,ou0 < p < r.Donc h,, est constante sur |0, R].

n _ cn(p)

r™ ait une limite quand r tend vers 0%, il

est nécessaire et suffisante que ¢, (p) = 0, donc ¢, = 0sin € N7.Sin > 0, la continuité de ¢,
assure la validité de la formule en » = 0.

5. Pour tout z € C tel que |2 — 29| < R, il existe 7 > 0 et § € R tels que z = 2z + re'?. Pour r fixé, la

o0

fonction ¢,. étant de classe C! sur R, donc la série de Fourier associée a ¢,., a savoir Y ¢, (r)e"? =

[e.e]

n=0

S a,(z — )" est normalement convergente sur R et sa somme vaut o,.(6) = f(z0 +re’’) = f(2).

n=0

De plus le rayon de convergence de la série ) a,z" est supérieur ou égal & R.

neN
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6. D’apres le cours, les a,, sont unique et Vn € N, a,, =

)

|
7. L'égalité de Parseval, s’écrit pour ¢, b
L O S
T Jo S
qui s’écrit encore, en tenant compte de a,, = 0sin < 0:
1 g2 +00
Py ; |f(z0—|—re‘9)|2d0:T;)\an|2r2”.

4¢re Partie : Propriétés fondamentales des applications vérifiant la propriété (H)

A. Théoréme de Liouville

1. Soitn € Netr >0.ona:

1 27 ) i
en)| < 5 [ I )7 db < 0 = sup £ (o).
™ Jo zeC

M
On en déduit que Vn € N,Vr > 0, |a,| < —-, alors on obtient, quand r tend vers l'infini et n # 0,
T

an, = 0. Ainsi f(z) = ag, donc f est constante.

2. Application :

(@)

(b)

d—1

Posons f(z) = |aglz? — 3 |ak|z* avec € R. En utilisant 'inégalité triangulaire, on peut
k=0
écrire :
d—1 d
vz € C, Jagz?| =Y Janll?] < aaz? + > anz®| = |P(2)].
k=0 k=0
Il clair que lim f(x) = +o0, etcomme onaVz € C, |P(z)| > f(]z]) lim |P(2)| = +oo,
r——+0o0 r——+00
1
donc |P ~ 4| au voisinage de l'infini, et par suite i —— =0.
|P(2)] ~ |aallz"| 8 P il P(z)
1
Il existe ro > 0 tel que V|z| > ro on a P02 < 1.Vz € C, P(z) est non nul, donc la fonction
z
1
gz —— est une fraction polynomiale continue sur C, en particulier sur le compact

T P(2)

K ={z € C/|z| <7y}, donc bornée par M.
1

Sur K¢ la fonction g : z — est majorée par 1 et sur K elle est majorée par M, donc

P(z)
1
g:z— () est majorée sur C = K U K¢ par M = sup{1, My}.
z
1
On sait, d’apres la question 1.(c¢) de la deuxiéme partie, que g = i) vérifie la propriété (H) et
comme elle est bornée, alors, d’apres la question A.1. de cette partie, g est une constante, ce

qui est absurde. Ainsi tout polynéme non constant a coefficients complexes admet une racine
dans C.

B. Principe du prolongement anlytique

1. Cest par définition d"une partie connexe par arcs.

2. I est une partie non vide, car il contient 0, et est majorée puisque I C [0,1], donc o = sup I est bien
défini.
Supposons I = {0}, alors dans ce cas ([0, 1]) N D(zp,p) = {20}, ce qui est absurde, car 7 est
continue.
Soit (ty,)nen une suite d’éléments de I tel que o = tlg-noo t, (d’apres la caractérisation de la borne

supérieure ), on a Vs € [0,0], f(7(s))=0, en particulier Vn € N, f(v(¢,)) = 0 et par argument de
continuité, f(y(c)) =0,donco € I.
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3. Soitt € [0, 0], alors Vs € [0,t] C [0,0], f(v(s)) =0,donct € I. Ainsi [0,0] C I.
Supposons o = 1, alors dans ce cas f(y(1) = f(z1) = 0, ce qui est impossible.
o = inf]o, 1], donc il existe une suite (¢, )ren d’éléments de |o, 1] telle que . hHl t, = o, en particu-
lierVn € N, f(y(tn)) # 0.
Siv(o) = zp, alors y(o) = v(0) et donc v([0,1]) N D(z0, p) = {70}, ce qui est absurde.
4. (a) Il suffit d’appliquer les résultats de la troisieéme partie a f au point y(o).
(b) Si tous les a,, sont nuls, alors f(z) = 0 pour tout z € D(y(0),r1). D’autre part, lim ~(¢,) =

v(0), donc il existe ko € N tel que Vk > ko, ona |y(tx) —v(0)| < r1, en particulier f(y(tx)) =0
pour tout k > ko, et ceci est impossible, donc les coefficients a,, ne sont pas tous nuls, et
d’apres la question 2 de la partie préliminaire, il existe » €]0, r1[ tel que f(z) # 0 pour tout

z € D(y(o),r)\{~(0)}.

5. Soit 8 = inf J avec J = {t € [0,0]/7(t) = (o)}, on vérifie facilement que [ est bien définie et
appartient a J. Alors il existe une suite (¢, )neny d’éléments de {t € [0,0]/v(t) = v(0)} telle que
lim ¢, =(.5i8 =0, alors tlim v(tn) = v(0) = v(0), ceci est impossible, donc 5 > 0. Autrement

n—-+0o
dit, v([0, 1]) coupe D(y(o),r) en d’autre point que (o).
En particulier on a V¢ € [0, 0] :

= an(y(t) = y(o))" =0.
n=0

Ceci est en contradiction avec la question 4.(b) de cette partie. en conclusion : un tel z; n’existe pas,
donc f est nulle sur tout (2.

C. Applications

1. Principe du maximum :

o0
(a) On sait qu'il existe R > 0 et une suite (a, )nen tels que Vz € D(zg, R), f(2) = > an(z — 20)™,
n=0
en particulier Vz € D(zg, p), f(2) = Y. an(z — 20)" et comme elle est bornée sur € D(z, p), f
n=0

est constante et vaut ag = f(2p).
(b) C’est une conséquence immédiate du principe du prolongement analytique.
2. Calcul d'une intégrale :

(a) i. Enreprenant la question 2 de la deuxiéme partie, on peut montrer que p est dériavable
+oo

sur R et que 4/ (t) = / ite™""+ividt, et comme

— 00

a(e*’U«tQJriUt)

= (iv — 2ut)e vl it
L = (v - 2u) ,

alors N
o0
—ut?4ivt| T _ S —ut?4ivt __ . /
e = (v — 2ut)e = jvp(v) + 2up’ (v)

— o o
et par conséquent :

() = 5—p(v).

2u

+oo 2 1 [T 2 s
ii. Onap(0) = / e U dt = f/ e "dr= " (on posant r = y/ut ). La solution de

u

'équation différentielle 1/ (v) = ;—;}u(v) est u(v) = p(0)e T = \/;(342.

—’l) —’1)2

(b) i. Siu > 0,alors f(u) = Inu et donc f,(u) = u(v) = \/%uif‘; e = /e~ B e

—f(z —v2 . . L . .
ii. L'application z — /me el appariait comme composé et produit des fonctions
vérifiant la propriété (H), donc elle méme vérifie la propriété (H).
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- z 71)2 .o 2202
iii. Pour tout v € R, posons g(z) = f,(z) — /e En g vérifie la propriété (H) donc
o0
développable en série entiére au voisinage de zp = 1, soit g(z) = > a,(z — 1)" pour
n=0

z € D(1, R), si g est non nulle, alors les coefficients a,, ne sont pas tous nuls, et d’apres la
question 2. de la premiere partie Ir €]0, R[ tel que, pour tout z € D(1,7))\{1}, g(2) # 0,
ce qui est absurde, puisque g estnulle sur D(1,7) NR. Ainsi g est nulle et par conséquent :

e —ut?tivt —fz) —o?
Vv € R, e dt = /me 2 ez .

—0o0
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